UOGOLNIENIE LOKALNEJ TEORII CIAL KLAS

Przemystaw Chojecki

Uwaga: Notatki sa w fazie wstepnej. Wiele aspektéw teorii jest badZ pominieta, badz niewystar-

9

czajaco wyjasniona. Szczegolnie tyczy si¢ to rozdzialu ”‘Geometria”’.

1. Lokalna teoria cial klas jako odpowiednio$é Langlandsa

Niech K bedzie cialem lokalnym charakterystyki 0, O = Op pierscieniem liczb catkowitych w K,

k = O/p cialem rezydualnym charakterystyki p. Lokalna teoria cial klas daje nam homomorfizm:
Artg s K* — Gal(K™/K)

ktéry jest izomorfizmem na Wi = {o € Gal(K*/K)|o|xur € Froby}. Niech rec = Art™' : Wi —
K* iniech Wk = {0 € Gal(K/K)|o|rur € Frob%}.

Zauwazmy, ze na Gal(K /K), wiec i na Gal(K/K), Wi i W, mozemy zadaé topologie. Mamy
bowiem B

Gad(K/K) = lim Gal(L/K)
L/K skonczone

Obdarzajac wiec Gal(L/K) topologia dyskretna, mamy na Gal(K /K) topologie granicy odwrotnej
zdefiniowana jako najstabsza topologia przy ktérej wszystkie przeksztalcenia Gal(M/K) — Gal(L/K)
indukowane przez L C M sa ciagle. Jest to topologia Krulla.

Lokalna teorie cial klas mozemy interpretowaé jako bijekcje (gdzie I # p):

{1-wymiarowe ciagle reprezentacje K* — Q;} « {1-wymiarowe ciagle reprezentacje Wx — Q;}

wobec tego, ze x : K* — Q; mozemy postaé¢ na charakter y o rec : Wx — Q, ktéry jest trywialny
poza Wf(b. Wystarczy jeszcze zauwazy¢é, ze kazdy charakter Wi faktoryzuje sie przez WI“(b.

W dodatku ta bijekcja jest jedyna, gdy zazada sie zgodnosci L-funkcji i e-czynnikow. Wyttumaczmy
pierwszy warunek. Charakter y : K* — Q; nazywamy nierozgalezionym gdy X1 = 1, gdzie I jest
grupg inercji. Definiujemy

L(x,s) = (1 = x(m)g™)~"
gdy x jest charakterem nierozgalezionym (tu 7 oznacza uniformizator O) i L(x, s) = 1 w przeciwnym
razie. Dla charakteru 7 : Wx — Q; definiujemy

L(7,8) = det(I — ¢ *1(Frobg)|K™)~*!

gdzie K™ jest maksymalnym nierozgalezionym rozszerzeniem K. Mozna zauwazy¢, ze gdy 7 = xorec
to

L(r,s) = L(x, s)
Podobnie ma si¢ sytuacja z e-czynnikami, ktorych definicje pominiemy. Warunek zgodnosci zgodnoéci
L-funkcji i e-czynnikéw jest wazny dla wyzej wymiarowej odpowiednioéci Langlandsa.

Powstaje naturalne pytanie: jak wyglada sytuacja dla nieabelowych rozszerzen cial lokalnych?
Mozna do tego pytania podejé¢ na dwa sposoby. Po pierwsze mozna pytaé¢ o przeksztalcenie Artina
dla rozszerzen nieabelowych. Tego watku nie bedziemy poruszaé, odsylajac czytelnika do pracy
[IS]. Drugim sposobem jest zaobserwowanie, ze skoro charaktery (czyli 1-wymiarowe reprezentacje),
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charakteryzuja Gal(K?/K), to w ogélnoéci, by opisaé¢ Gal(K /K) nalezy opisaé¢ wszystkie skoniczenie
wymiarowe reprezentacje Gal(K /K). Interesuja nas wiec n-wymiarowe reprezentacje grupy Wr i w
dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do n = 2.

Lokalna odpowiednio$¢ Langlands w tym przypadku méwi, ze istnieje bijekcja:

{2-wymiarowe ciagle reprezentacje Wk} < {nierozkladalne, dopuszczalne reprezentacje GLo(K)}

i bijekcja ta jest jedyna, gdy zazada si¢ zgodnosci L-funkcji i e-czynnikéw. Wyttumaczmy oznaczenia:
Reprezentacja jest nierozkladalna jesli nie zawiera w sobie zadnej wlasciwej podreprezentacji.
Reprezentacje (m,V) grupy GLo(K) na Q;-przestrzeni wektorowej V nazywamy gladka jesli dla

kazdego v € V stabilizator Stab(v) = {g € GLy(K)|m(g)v = v} jest otwarta podgrupa G Lz (K).
Reprezentacja (m, V) jest dopuszczalna (ang. admissible) jesli jest gladka i dla kazdej otwartej

podgrupy U C GLo(K), przestrzen VU (punkty state przy dziataniu U) jest skoficzonego wymiaru.

2. Indukcja z przypadku l-wymiarowego

Latwiejsza czes¢ 2-wymiarowej odpowiedniosci mozna wydedukowa¢ z przypadku 1-wymiarowego
o czym teraz powiemy. Niech o, 5 : K* — Q; beda dwoma cigglymi charakterami. Zdefiniujmy:

V =V(a,B)={f: GLa(K) — Q takic ze f((§7%)g) = O‘(a)ﬁ(b)|%|1/2f(9)va,b€KXvmeKvgeGL2(K)}

i GLy(K) dziata na V przez (g- f)(¢') = f(¢'g). To czyni z V dopuszczalna reprezentacje GLo(K).
W dodatku, mozna pokazaé, ze gdy a~! # |- |* (gdzie |- | oznacza norme) to V jest nierozkladalna.
Lokalna odpowiednio$¢ Langlandsa dla n = 2 posyta:

X1 D x2 — V(x1oree, x2 orec)

gdzie x1, x2 : Wx — Q; sa charakterami grupy Weila, wiec ich suma jest dwuwymiarows reprezentacja
Wk.

V(a, B) jest przykladem indukcji parabolicznej, ktéra jest ogdlnym narzedziem teorii reprezen-
tacji. Reprezentacje, ktore nie sg izomorficzne z indukcja paraboliczna iloczynu tensorowego dwoch
charakteréw nazywamy superostrzowymi (ang. supercuspidal). Ten warunek oznacza, ze jesli o jest
superostrzowa to nie istnieja charaktery a, 3 : K* — Q i surjekcja V(a, 3) — o. Reprezentacje su-
perostrzowe G Lo odpowiadaja nierozkladalnym reprezentacjom Wy . Sa dwa sposoby by zdefiniowaé
odpowiednio$¢ Langlandsa dla reprezentacji superostrzowych. Pierwsza jest czysto algebraiczna i
zainteresowanego czytelnika odsylamy do ksiazki [BH], gdzie jest ona jasno wytlumaczona. Druga
jest geometryczna i naszkicujemy ja ponizej.

3. Geometria

Krzywa eliptyczna F nad schematem S nazywamy wlasciwy, gladki, S-schemat relatywnego wymi-
aru 1 o wléknach geometrycznie spéjnych i genusu 1, ktéry obdarzony jest cieciem e : S — E morfizmu
strukturalnego 7 : £ — S.

Definiujemy funktor Y (Np™) (gdzie (N,p) =1, a R jest Z[+]-algebra):

R — {(E, ¢,a)|E/R krzywa eliptyczna , ¢ : (Z/p™7Z)* ~ E[p™|(R),
a:Z/NZ — E[N](R) gdzie Z[a(a)] jest podschematem E }/ ~

Mozna pokazaé, ze funktor Y (Np™) jest reprezentowalny przez Z[%]—schemat, ktory takze oz-
naczamy przez Y (Np™) i nazywamy krzywa modularna poziomu Np™. Krzywa Y (Np™) nie jest
zwarte, ale daje sie uzwarci¢ do krzywej X (Np™) przez dodanie skoniczonej liczby punktéw (”‘os-
trzy”’). Na Y (Np™) mamy trojke uniwersalna:

(E, ¢u, ) — Y (Np™)
to znaczy, E jest Y (Np™)-krzywa eliptyczng obdarzona struktura (¢,, a,,) 1 jest to krzywa uniwersalna,
i.e. dla kazdej punktu (E,¢,«) € Y(Np™) istnieje dokladnie jeden morfizm f : E — E taki, ze
(E,6,0) = (f'E, f*6, f*a).

Niech w = e*QllE/Y(Npm). Jest to snop odwracalny na Y (Np™). Mozemy go przedtuzyé do X (Np™),
co czynimy.
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Forma modularng poziomu N i wagi k nad R nazywamy ciecie w®*, tzn. element H(X (N)(R),w®*).
Formy modularne mozemy interpretowaé jako funkcje na parach (E/S/R,«). Gdy R = C, sytuacja
sie upraszcza i odzyskujemy klasyczna definicje: forma modularng na C sa funkcje f : H = {z €
Clim(z) > 0} — C, ktére sa

(1) holomorficzne

(2) V(ZS)GSLQ(Z)/Fl(N)f(%) = (cz + d)*f(z), gdzie T1(N) = {(24) € SLy(Z)|(*4) = (}
mod N}

(3) f jest holomorficzna gdy z — iocc.

1)

Zeby dostaé te interpretacje nalezy sobie przypomnieé, ze krzywe eliptyczne nad C sa postaci
E ~ C/A, gdzie A jest krata postaci Z & 7Z.

Kazdej formie modularnej f mozna przyporzadkowaé reprezentacje automorficzng m¢ czyli do-
puszczalng reprezentacje GL2(A), ktéra spelnia pewne dodatkowe warunki. Tutaj A = R x H; Qq
oznacza adele. W dodatku ta reprezentacja zapisuje sie jako 7y = ®@m¢,; gdzie 7y, jest nierozkladalng
dopuszczalna reprezentacja GL2(Qy).

Konstrukcja jest nastepujaca: na poczatku przypisujemy f jej adelizacje ¢, ktéra jest zespolona
funkcja na GLy(A). Oznaczmy przez K,(N) podgrupe GLa(Z,), ktéra jest zlozona z macierzy dol-
notréjkatnych modulo N. Niech K(N) = [[, Kp(IN). Silne twierdzenie aproksymacyjne daje nam
rozktad:

GLo(A) = GLAQ)GLy(R) K (V)
gdzie GL3(R)™ oznacza macierze o dodatnim wyznaczniku. Kazdy element g € GL2(A) mozemy wiec
zapisaé jako g = yhk, gdzie v € GL2(Q),h € GL2(R)™, k € K(N). Mozemy teraz zdefiniowac:

d5(g) = j(h, i)~ f(hi)

gdzie f jest forma modularna wagi k, i = /=1, j(h,2) = det(h)'/?(cz + d), gdzie h = (¢ }).

Oznaczmy przez R(g) operator prawego przesuniecia (i.e. (R(g)f)(z) = f(xzg)) na przestrzeni

L*(Z(A)GL2(Q)\GL2(A)), gdzie Z(A) oznacza centrum GLo(A). Wtedy definiujemy reprezentacje

jako domknigcie przestrzeni rozpietej na R(g)¢¢ czyli span(R(g)dflg € GLa(A)) w L2(Z(A)GL2(Q)\GLo(A)).
Kazdej formie modularnej mozemy tez przypisaé¢ reprezentacje Galois py. Jest to uczynione w

pracy [De], gdzie p; jest zdefiniowane jako:

ps = Homgr,a)(ms, H)

gdzie H = lim HL(X(N )j@: k) jest grupa kohomologii etalnej krzywych modularnych, a F jest
snopem, ktéry jest zwiazany z waga formy. Reprezentacja ps jest dwuwymiarowa, co wynika z iso-
morfizmu Eichlera-Shimury

HY(X(N), Fi,) = HY(X(N), " © Q) & HO(X(N),wk @ Q)

(przez (7) oznaczyliSmy przestrzen sprzezona w znaczeniu sprzezonosci nad C) i po prawej stronie
HO(X(N),wk ® Qﬁf(N)) jest przestrzenig form ostrzowych (jest to wazny podzbiér wszystkich form
modularnych). Nastepnie udowadnia sie istnienie rozktadu

HY(X(N), Fi) ~ P @ py
f

gdzie suma przebiega po formach modularnych wagi k za$ 73° oznacza cz¢S¢ niearchimedesowska,
tj. mp = Moo @ Y, gdzie oo jest reprezentacja GL2(R), zas T jest reprezentacja GLy(Ay), gdzie
Ay = H; Q;. Ten izomorfizm moze byé¢ widziany jako fragment globalnej odpowiedniosci Langlandsa,
w ktérej celem jest przypisanie globalnym reprezentacjom Galois (i.e. reprezentacjom Gal(Q/Q))
form automorficznych na GL2(A).

Przypomnijmy jednak, ze naszym celem jest odpowiednio$¢ lokalna dla reprezentacji superostr-
zowych. Powyzej wprowadziliémy obiekty globalne, z ktérych jednak mozemy otrzymaé obiekty
lokalne.

Po pierwsze powiedzielismy, ze 7 rozklada si¢ jako iloczyn tensorowy reprezentacji lokalnych:

/
7Tf=®71'p
p
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i kazde m, jest dopuszcalna, nierozkladalna reprezentacja GL2(Qp).

Po drugie, jedli oznaczymy przez D, = {0 € Gal(Q/Q) : o(p) = p}, gdzie p jest dowolnym ideatem
maksymalnym w Z lezacym nad p, to wobec tego, ze D, ~ Gal(Q,/Q,) (klasyczny fakt z algebraicznej
teorii liczb, p. [Neul]), to biorac py : Gal(Q/Q) — GL2(Q;), mozemy rozwazaé takze obcigcia py czyli
prp = (pf)ip, : Gal(Qp/Qp) — GL2(Q;). Jest to lokalna reprezentacja Galois.

Twierdzimy, ze w odpowiednioéci Langlandsa 7, i pf,, odpowiadajg sobie.

Tp <2 Pf.p

Dowdd tego faktu w przypadku superostrzowym pojawil sie po raz pierwszy w liscie Pierre’a Deligne’a
do I. Piatetskiego-Shapiro z 1973 roku. Idee przytoczymy ponizej. Zauwazmy tylko w tym momencie,
ze idea dowodu, ktéra przytaczamy odpowiedniosci lokalnej przechodzi przez wyniki globalne: lokalna
reprezentacje m, grupy GLz(Q,) wpisujemy w pewna reprezentacje automorficzng 7 grupy GLo(A)
taka, ze m = ®; Tp Oraz m, 77;. Nastepnie, odnajdujemy forme¢ modularng f, taka, ze 7 ~ 7y,
po czym bierzemy reprezentacje ps, jak powyzej. Okazuje sig, z¢ kiedy ), jest superostrzowa, te
procedure da si¢ zawsze przeprowadzi¢, w dodatku reprezentacja py,, bedzie nierozkladalna i bedzie
speliata wszystkie wymagania odpowiednios$ci Langlandsa.

Kluczem do uzyskania odpowiednioéci lokalnej jest zdefiniowanie dodatkowych geometrycznych
obiektéw. Jedli X jest schematem nad R = Frac(O) to modelem catkowitym X nazywamy (jesli
istnieje) schemat X nad O, taki, ze X Xgpeco SpecR ~ X. Mozna zdefiniowaé model calkowity
X (Np™) nad Z,, oznaczmy go tak samo X (Np™). Mozemy wiec méwi¢ o widknie specjalnym

it X(Np™)s = X(Np™) Xspecz, SpecF, — X(Np™)
oraz o wloknie ogdlnym
it X(Np™)y = X(Np™) Xspecz, SpecQ, — X (Np™)
Cyklami znikajacymi (ang. vanishing cycles) nazywamy pochodne funktora i*j,:
RFU(F) = i*RFj.(F)

przeprowadzajace snopy na X (Np™)s na snopy na X (Np™),. Z ciagu spektralnego dla R*¥ mamy
ciag doktadny

0— HYX(Np™)s, Fs) = HY(X(Np™)yy, Fiey) — HY(X(Np™)s, R'U(Fp 5)) —
— H*(X(Np™)s, Fi,s) — H*(X(Np™), Fren) — 0

Oznaczmy
wNpm - HO(X(Npm)sa quj(fk,s))

Analizujac ten obiekt za pomocg powyzszego ciggu dokladnego Deligne pokazal rozktad

h_H} YNpm @ Tfp O Pfp @ ﬂ—},p

Npm™ f
gdzie 7, prp sa jak powyzej za$ m  jest lokalng reprezentacja kwaternionéw (o ktérej w tym
miejscu nic wiecej nie powiemy), w dodatku suma przechodzi po f, ktére daja ms, superostrzowe -
otrzymujemy to z analizy ciggu doktadnego powyzej, gdyz mozna pokazaé, ze kohomologie wlokna
specjalnego nie zawieraja zadnych reprezentacji superostrzowych. Wynika to z geometrii wldkna
specjalnego krzywych modularnych, ktorych sktadowe spdjne sa dobrze znane: jest ich skonczenie wiele
i przecinaja sie jedynie w punktach supersingularnych (i.e. punktach, w ktérych krzywa eliptyczna
odpowiadajaca danemu punktowi na przestrzeni moduli X (Np™)s jest supersingularna). Pozwala to
pokazaé, ze kohomologia wlékna specjalnego jest (jako reprezentacja GLs) indukowana z mniejszej
reprezentacji grupy Borela GLs, a wiec nie moze zawiera¢ superostrzowych reprezentacji.

W ten tez sposob uzyskujemy lokalna odpowiednios¢ Langlandsa w przypadku superostrzowym.
Oczywiscie po drodze pozostaje do sprawdzenia wiele faktéow, jak choéby czy rzeczywidcie dostal-
iSmy bijekcje w odpowiednio$ci Langlansa i czy wszystkie zadane warunki sa spelnione (zgodnosé
e-czynnikéw 1 L-funkeji). Szkic powyzej pokazuje jakie obiekty powinny do siebie pasowaé po stronie
Galois i po stronie automorficznej. Daloby sie tez powyzsza konstrukcje przeprowadzié¢ czysto lokalnie,
nie uzywajac metod geometrycznych, a korzystajac jedynie z teorii kategorii. W przypadku G Lo jest
to zrobione w ksiazce [BH]. Jednak problemem przy tym podejéciu jest ewentualne uogdlnienie do
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GL,,. Dotychczas lokalna odpowiednio$¢ Langlandsa dla GL,, zostala jedynie udowodniona poprzez
uogdlnienie metod geometrycznych, patrz: [HT].

Rozklad lim Npm Y Npm POWYZej nazywamy geometryczna realizacja lokalnego programu Langlanda
lub tez nieabelowa teoria Lubina-Tate’a (patrz: uwaga ponizej), poniewaz obiekty, ktére pojawiaja
sie w odpowiedniosci Langlandsa, udaje sie zrealizowa¢ jako podobiekty reprezentacji pochodzacej z
geometrii.

Uwaga na zakonczenie: W lidcie Deligne’a pojawia sie tez analogia z grupami formalnymi, ktore
pojawity sie przy dowodzie lokalnej teorii cial klas, poniewaz uzywajac rezultatu Brylinskiego, istnieje
izomorfizm R

1prm = ’(/JNpm
gdzie IZ Npm jest analogiczna grupa kohomologii, tylko nie krzywej modularnej, lecz przestrzeni parame-
tryzujacej grupy formalne z dodatkows struktura, ktéra jest w pelni analogiczna ze struktura uzyta
do zdefiniowania krzywych modularnych powyzej (przestrzen Lubina-Tate’a).
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