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4 Rozszerzenia Lubina-Tate’a i funkcja Artina

Ustalmy zupelne nierozgatezione rozszerzenie L ciata K. Przypomnijmy, ze O C K jest

CDVR tzn. zupelnym pierscieniem waluacji dyskretnej; p jest ideatem maksymalnym O'.
Parametrem (lokalnym) pierscienia DVR? nazwiemy element generujacy ideal maksy-

malny tego pier§cienia. Parametrem (lokalnym) ciala L bedziemy nazywaé parametr Oy,.

Definicja 4.1. Niech f € Op[X] bedzie wielomianem unormowanym spetniajgcym warunki’

f=7nX (mod deg2) f=X? (modpyr)
dla 7 bedgcego parametrem ciata L. ) ,
Dla kazdego m > 1 oznaczmy przez Ly ciato rozktadu fo, = f¢" o f*" T o...

L, a przez pym C L} — zbior pierwiastkow fo,.

o f* nad

Zauwazmy, ze skoro f jest unormowany, to deg f = ¢, wiec deg f,, = ¢ dla m > 1.

Przyklad 4.2. W przyktadzie 3.6 mielismy L = K = Q,, oraz f(X) = (1+X)P —1 € O[X],
a wige £% = f°, stad fu = fo f--0f = (L+ X" — L ptpm = {C—1] C € pypm}, L =
L (ppm) °.

Lemat 4.3. Niechm > 1 i f bedq j.w., dla zwieztosci ktadziemy L' = L.
(i) pfm Cpr i mozemy ewaluowaé szeregi formalne o wspotczynnikach w O na g m,."
(ii) Dla kazdego x € K* o waluacji v(x) =m i a € prser zachodzq réwnowaznosci

Q€ pifm = [T]f(a) =0 < Vaepm[alf(a) =0.

Dowdd. (i) Z Appendix II wynika, ze Op jest CDVRem, wiec mozemy ewaluowaé szeregi
z Or[[X]] na elementach py.

Oy jest catkowitym domknieciem Op, wigc pifm € Ops. Gdyby pewne a € pf p, nie
lezatoby w py/ to otrzymalibysmy 0 = f,,(a) = 4" #0 mod pr.®, czyli sprzecznosé.

(ii) Mamy”
[y = [&/mm] porm g 0 [Tmlf porm = [2/Tm] pom s 0 fm

element 2 /7, jest odwracalny, wigc [2/mp] fem ¢ ma odwrotno$é, wige [z](a) =0 <=
fm(a) =0 <= «a € py . W drugiej rownowaznosci jedna implikacja jest oczywista,
a druga wynika z 3.5, gdyz p™ = (x).

U

Stwierdzenie 4.4. Niech f € Op[X],m > 1 j.w., wtedy

(i) Zbior pif.m jest O-modutem z dziataniami +r, i [-];. Kazde o € py, = pyom \ fofm—1
indukuje izomorfizm O-modutéow zadany przez

O/p™ >a mod p™ — [a]f(@) € Lifm.

W szczegdolnosci |y m| = ¢™ = deg fm, wiec fp, @ L'} sq rozdzielcze.

(it) Jezeli a € M?,m’ to L = L(a), NL’JT”/L (—a) = " i« Jjest parametrem ciata L.
Rozszerzenie L C L} jest catkowicie rozgatezionym'” rozszerzeniem Galois'' stopnia
‘u,?m‘ =q" g —1).

(i) Mamy kanoniczne izomorfizmy grup abelowych

prom : Gal (L} /L) = Auto(jig.m) = (O/p™)" = O /(1 +p™).

przy czym drugi z nich jest zadane przez warunek: element Voe,, o — [u]f(a) prze-
chodzi na v mod p™.

Ya pr, = pOy jest mak-
symalnym ideatem O,
bo rozszerzenie jest
nierozgatezione, dalej
piszemy p zamiast Pr,
tam, gdzie nie rodzi to
niescistosci

2ang. uniformizer

%2 3.2.1

15.9

Sgdyz ¢ zachowuje K,
patrz def. w 2.2

Oupm jest zbiorem pier-
wiastkow z jedno$ci p™
stopnia

" Appendiz 1

[-1f patrz 8.7, 3.5

8gdyz f = X9 mod pr,

YW 8.9 mamy fn =
[Tl pem s korzystamy
tez z 3.9

Oten., z definicji, pOr,
rozpada sie na iloczyn
(L} : L] ideatow pierw-
szych

W sensie naszych de-
finicji, patrz 2.5



Dowdéd. (i) Obierzmy x € K* taki, ze v(z) = m. Skoro z € O to mozemy rozwazyé
[z]f : pr — pr. Rozszerzamy [z]f do [z]f : prr — pr 2 przez ewaluacje szeregu [z]y.
pr jest O-modutem z dziataniami +p [-] 5 i zachodzi puy,, = ker[z]f'*, a wiec g, jest
O-modutem z dziataniami +r [-]; i homomorfizm O > a — [a]s(a) € jug, jest dobrze
okreslony (gdzie o € 7, ).

Skoro p™ anihiluje ftf ,, to homomorfizm ten opuszcza si¢ do homomorfizmu
¢:0/p™ 3> a mod p™ — [a]f(®) € Lifm.

Zaleznos¢ o & psm—1 implikuje, ze dla kazdego a € p™~! zachodzi [a]f(a) # 0.
Modut p™~1/p™~1 przecina si¢ niezerowo z kazdym niezerowym podmodutem O /p™~1
i przecina sie zerowo z ker ¢, wiec ker ¢ = 0, czyli ¢ jest iniekcja.
Skoro |O/p™| = ¢ = deg fm > [f,m, t0 @ jest rowniez surjekcja, a wiec izomorfizmem
(i [pg.ml = q™)-

(ii) Niech L' := L(a). Mozemy ewaluowa¢ szeregi z O [[X]] na elementach p,'°, wiec z (i)
wynika, ze pfm C prs, czyli L' = L i rozszerzenie jest Galois, w zwyklym sensie tego
stowa, a wiec w sensie naszych definicji, bo pokrywaja sie dla skoriczonych rozszerzen'®.

Chcemy teraz pokazaé, 7e fy,/fm—1 jest wielomianem minimalnym «'”. Wspoélczynni-

m

kiem stalym fm/ fm—1 jest iloraz wspoOtczynnikéw liniowych — 7%¢ = HQEW —a,
wiec!®
(L/|L = VLI ZVLI Z ‘M}im‘ gdyZ VLI(—Oé) > 1Va

ale z fundamentalnej rownosci dla cial lokalnych wynika [L' : L] > e(L'|L) > ‘ u;)m >

deg fu/fm—1 > [L(a) : L] = [L' : L], a wiec zachodza réwnosci, fr,/fm—1 jest mini-
malnym dla «a, wiec nierozktadalnym, stad N Ly/L (—a) = ¢ ", stopieti rozszerzenia

=qm Y

(L7 L] wynosi ’p;m

q — 1) i rozszerzenie to jest catkowicie rozgalezione.

(iii) Drugi izomorfizm jest trywialny, bo iy, ~ O/p™ jest cykliczny.
Z definicji Fy, [z]¢'” (dla kazdego = € O) maja wspolczynniki w L, wiec struktura O

modulu jest zachowywana przez Gal (L'/L), czyli ta grupa dziala przez O-homomorfizmy.

Drzialanie to jest iniektywne, a grupy maja rowne moce, wiec jest to izomorfizm.
O

4.1 Funkcja Artina

Dla urozmaicenia skracamy oznaczenia: piszemy ( )(*) zamiast ( )¢ oraz ugf)m zamiast iy,

dla wszystkich i € Z.
. (4)
Do tej pory zdefiniowaliSmy 7; dla j > 0°°. Definiujemy m; := (w‘gll) dla j < 0.
Zauwazmy, ze zachodzi

iy = wgf)wj dla wszystkich j,j" € Z. (1)

Zaiste, powyzsza réwnos¢ zachodzi dla j, 5/ > 0°! oraz dla j, j' < 0 przez bezposrednie prze-

liczenie i dla j +j’ = 0 z definicji*?, a stad wynika, ze zachodzi ona wszystkich przypadkach.
Skoro ¢ nie zmienia waluacji*’, to v (r;) = j dla wszystkich j € Z.

Lemat 4.5. Jezeli 6 € @ﬁm,m to 0Y) /0 = i /m’ dla wszystkich j € Z. W szczegolnosci
m; € O

w,md) "

/ 1(3) () i+1) 7/
. . R T N s T 100 o guUth my . . i
Dowdd. Obliczamy, ze o = o = o = = a0 x» Wike pierwsza czesc otrzy-

<

mujemy przez trywialng indukeje po |7].
. 1
Zachodzi 7 € @L _)> wiec biorac 0 := 7,7’ = 7 otrzymujemy 7U) /7 = w;j , ato

O

dokladnie znaczy, ze m; € @ﬂ )

124.8(i), patrz 3.7
1 3.5 — wazZne, Zze
[z]; nie ma wyrazu
wolnego, wiec pr/ za-
mkniete ze wzgledu na
mnoZenie przez [];.

15 4.3(ii)

144 3(ii)

124.3()

Yywaga: def. 2.5

T podzielnosé fm/ fm—1
i dalsze obliczenia wy-
nikajg z 3.9

By nie zmienia v,
patrz 2.2

3.5

208.9, warto dodaé, Ze
jesli L jest stopnia n,
tzn. L = K,,, to m, =
Npjr(m).

Ipatrz 8.9
2271'() =1

2bo  zachowuje O c
K, a wiec ¢+ O = O
P Ym

e, 0V )9 = 7' /7,
patrz 3.3



Lemat 4.6. Niech f, f' € Op[X] bedg okreslone j.w.”>> ze wspdtczynnikami liniowymi m, '
odpowiednio tzn.

f=f=x,

gdzie kazde z w, 7' jest parametrem ideatu p.
Element 0 < @TLFZ:,% definiuje dla wszystkich m > 1 izomorfizm O-modutéw’”
015,17 ¢ Bpm = pgrm implikujgey LT = L.

modp f=7nX mod deg2, f'=7'X mod deg2.

[0] :==

Dowdd. Z okreslenia [f] w 3.5 mamy f' o [f] =
Fruo (0] =101 o fo.
Zachodzi 0]}, = (00 ;0 i, wiee [0]%)

frm=1 [9]}”}, D=1 ]}”}), o fm=1)_To jest doktadnie krok indukcyjny.

Otrzymujemy f, ([0](a)) =
[fm DA g . Jest to O-homomorfizm z odwrotnoscia [0~
Mamy [0], [67"] € OL[[X]], wiec™ pigrm = [0lps.m C L}, stad (anal.) L} = L. O

(0] o f. Przez indukcje dowodzimy, ze

[e(m 1)](1)

Flm—1),_prm=1) dla m > 1, stad

6] o f,.(a) = 0 dla kazdego o € jif ., wiec [0] przenosi
& K, €
129,
Stwierdzenie 4.7. Niech f,n bedq jak wyzej, m > 1.%!
i) Rozszerzenie L jest Galois nad K. Dla kazdego o € p’y  nastepujgca funkcja jest
f fm
bijekcjg '

)e [T ufh gdy viz) =—j
JEZL

K*/(1+p™) 352 mod 1+p™ = [27;]; s (

(ii) Rozwaimy przypadek L = K. Wtedy funkcje prm : Gal (L’JP/L)

rzajq sie do izomorfizméw grup’”

— (O/p™)** rozsze-

pram: WK /K) = K*/(1+p™)

zdefiniowanych przez o na K taki, ze (@ — [ij](a)va@f‘m) — x mod 1+ p™
(oczywiscie wtedy v(x) = —j).

Jezeli potozymy IA(]%T =Un>1 K}” to ps.m przedtuzajg sie to izomorfizmu
pr W(KFT/K) = K*.

Dowdd. (i) Mamy m; € ©F
v(mjz) =0, czyli zm; € ©

34 s * L
iz e K, stad xmj € O
L;x 35
7w

;) jest elementem o waluacji

()

Z lematu 4.6 wynika teraz, ze [zm;] : pfm — K. Jest izomorfizmem. Z O-liniowosci

przeksztalcenia wynika, ze obraz v=1(i)/(1 + p™) zawiera SIQ w u( ):%36 Na mocy
4.4(iii) przeksztatcenie v=1(i)/(1 + p™) — ugf)m jest bijekcja’’
Pozostaje wykazacé, ze rozszerzenie jest Galois. Przypomnijmy, ze L(a) = Lf = L?m:

Wynika stad, ze L T jest calkowicie rozgalezione, co wiecej ¢’ € Aut (L/K) rozszerza

40

si¢ do L' na doktadnie |jf,,| = [L} : L] sposobow”, czyli spetnione sa warunki'’ na

to, zeby L’J’? (2 L) bylo Galois nad K.
(ii) Rozwazmy o € W(K}"/K) o = ¢, Zauwazmy, ze o (pfm) C ,u(sznj‘l
a € u?)m, wtedy o(a) € ,ugcjzn , wiec z (i) istnieje dokladnie jeden z mod 1 4 p™
o waluacji —j taki, ze o(a) = [zm;](c).
Rownosé o(B) = [mrj](ﬁ) zachodzi dla wszystkich § € pt ., gdyz dla kazdego a € O
mamy o ([al(a)) = [a] o) = [a);0)0(@) = [a] 0 lam] g g0 (@) = [omjalg, g (@) =
(7] 4, p [alp(a) = o([a } (a)) a O dziata tranzytywnie na jif .

. Obierzmy

2 Oczywiscie f' NIE
oznacza pochodnej f.

203 7ii
“[).¢ patrz 8.5

%38

3.5

Opor. 4.4i

o K. Z definicji
K = K", w szcze-
golnosci  z rozdziatu

2. wynika, ze O/p
jest algebraicznym
rozszerzeniem F, za-
wierajgcym — wszystkie
pierwiastki z jednosci
wszystkich stopni, wiec
jest rowne algebraicz-
nego domknieciu Fg,
czyli Fq.

9244 iii)

33 Definicja grupy We-
ila W, patrz 2.5, defi-
nicja pym — 4.4

344'5
35 8. Tii

302 warunku z 4.8(ii)

3Ttrzeba  popatrzeé na
O* = v=1(0) ktore pa-
rametryzuje v=1(i).

38pierwsza= na mocy

4.4(i1), druga= na
mocy 4.5 1 4.6

3‘)44(“2)
4()2'5
o o(f) = 10

na mocy



Wynika stad, ze przyporzadkowanie ps jest dobrze okreslone. Jest ono homomorfizmem
grup, gdyz jesli py(0) = x,ps(7) =y i v(z) = —j,v(y) = =4, to

or(a) = o ([ymy)(@)) = lym; ]9V [emj)(@) = [yril om;)(@) = [2yms1 (@),
Obciecie py to Gal (K}”/K) jest izomorfizmem®?, a iloraz — W (K/K) = Frob%
przechodzi bijektywnie na K*/O* ~ Z, innymi stowy mamy diagram

0 —> Gal (k}n/f() —> W(K}/K) —> W(K/K) —> 0

Ve

0 —=0*/1+p™) — K*/(1+p™) —> K*/O* ——=> 0

i srodkowa strzalka jest izomorfizmem np. z lematu o pieciu, czy bezposredniego prze-
liczenia. Przeksztalcenie py jest wigc izomorfizmem jako granica py ..
O

Do catkowitego szczescia potrzeba nam tylko dostatecznie duzo przejsé pomiedzy parami
f, [, czyli potrzeba nam nastepnego stwierdzenia

Stwierdzenie 4.8. Funkcja i : o560 — 0°/6 € O~ jest surjekcjg. W szczegdlnosci
@f”:/ £ 0 dla kazdych parametrow m, 7' € K.

Dowdd. Mamy O* ~ lim (@/ﬁm)* ~ l&n(f)*/(l +p™)i(1+p™) C1+p™*, wiec wystar-

czy pokazaé, ze dla kazdego u € O~ istnieje nitka (6,,)** w granicy projektywnej taka, ze
Y(0m) =u mod p™. R B -
Najpierw otrzymajmy 6;. Mamy O/p ~ F,*°. Funkcja ¢ : @ — o971 na tym ciele jest
surjekcja’®, wybieramy 6, jako dowolny przeciwobraz u.
Zatozmy, ze skonstruowaliémy 6, ...,6,,. Mamy wiec u/¥(6,,) = 1 + a7™*". Funkcja
a — af — a = a® — «a jest réwniez surjekcja na ?;48, wiec istnieje 3 takie, ze f¥ — B = «
mod p. Jezeli 0,11 := 0, (1 + B7™), to
- 14 geam
0. =Y(0,)0(1+ 7™ =u — =
u(l+ 9™ (1 = ™)1 —ai™) =u(1+ (8% =B —a)i™) =1 mod p"H = (7)™

O

Whniosek 4.9. Ciala K}” i funkcje pgm, a wiec i IA(]%T i py sq niezalezne(!) od f. Od tej
pory bedziemy je zapisywaé bez subskryptu f.

Dowdd. Rozwazmy f, f' z liniowymi wspotczynnikami m, 7" 1 6 € @f;rxﬁw. Zadaje ono izo-
morfizm (0] : fif,m — f1f7 m. Wobec tego™ K;Z“ = [A(J’J? Jezeli o(a) = [x7;](c) jest elementem
W(KF/K), to o([0](@)) = 0]V [zmj](a) = [27;][6](a)°", stad pgm = psm- L

Caly ten rozdzial stuzyl w zasadzie zdefiniowaniu

Definicja 4.10 (Funkcja Artina). Dla kazdego f € Op[X] spetniajgcego warunki z poczgtku
rozdziatu (gdzie L O K jest skoriczone) ktadziemy K™ := K“TL}"52. Wiedy K™ /K jest
skoriczenie rozgatezione i Galois®. Na mocy lematu 2.2 uzupetnienie K™ to K’L’;‘ = K™

i K™ = K™ N K5, jest wiec to niezalezne od wyboru f.

Kladziemy K'" := >, K™ = KETOKser. Zauwazmy, e W(K'T /K) ~ W (KT /K)™.

Nazywamy skoriczone rozszerzenie K rozszerzeniem Lubina-Tate’a jezeli jest zawarte
w KET, Odwrotnosé p nazywamy funkcja Artina ciata K i piszemy Arty : K* — W(KT /K).,
Funkcja Artina zachowuje waluacje: v o Artg = v.

patrz 1., okredlajace 7;

2.4 iii)

3 gdyz 14+p™ jest grupg
i © zachowugje p.

Uz, element projek-
tywnej, co sprowadza
sie do warunku 6,41 =
0,, mod p™.

“patrz def. K we weze-
Sniejszym przypisie.
“%bo F, jest algebraicz-
nie domkniete.

47gdzz'c; T jest parame-
trem K, 7 € K, korzy-
stamy tulaj z nierozga-
tezienia K C K.

Bbo T, jest algebraicz-
nie domkniete

istniejgcego na
mocy poprzedniego
stwierdzenia

5()4' 6

4.5

2dla  definicji,
podrozdziat 2.2
2 4.7(1)
“odyz w  przypadku
skonczonym termino-
logia Galois i Weila
pokrywajg sie z natu-
ralnymi

patrz



5 Appendix II

Uwaga: material w tym appendiksie nie wystepuje w oryginalnym tekscie, jest on uproszcze-
niem za cene odwotan do literatury.

Twierdzenie 5.1 (Krull-Akizuki). Jezeli O jest dziedzing noetherowskq wymiaru jeden (tzn.
kazdy niezerowy ideat pierwszy je%maksymalny), K = (0) i L jest skoticzonym rozszerze-
niem K, to domkniecie cathowite O C L jest Dedekinda.”®

Stwierdzenie 5.2. Na skoriczenie wymiarowej przestrzeni V nad ciatem K wszystkie normy
sq rownowazne. W szczegolnosci jezeli K jest ciatem waluacji, a L jest skoniczonym K
modutem, to na L istnieje doktadnie jedna waluacja rozszerzajgca waluacje z K.

Jezeli K byto zupetne to i L jest zupetne.’®

Twierdzenie 5.3. Jezeli Ok jest CDVRem i (Ok) = K C L jest skoriczonym rozszerzeniem
ciat to Or, = Ok bedgcy catkowitym domknieciem Ok w L jest CDVRem.

= d
o)

Dowdd. °

Z twierdzenia wiemy, ze Op jest Dedekinda, wiec O jest przecieciem wszystkich pier-
Scieni waluacji dyskretnej zawierajacych go. Piericienie te sa pierScieniami waluacji na L
rozszerzajacych waluacje z K, a wiec zbior tych pierScieni jest jednoelementowy (waluacje
rownowazne zadaja ten sam pierscieri waluacji). Tym samym Oy, jest DVRem, ktory jest
zupelny, gdyz L jest zupelne na mocy stwierdzenia. O

% Zrédto: Nie udato mi
sie znaleZé sensownego
gradta, natomiast w in-
ternecie jest oo dowo-
dow.

%6 Zrédto:  Neukirch.
“Algebraic number
theory”, prop. 4.9

T Teza tego twierdzenia
rozni sie od Appendizu
I brakiem zatozenia se-
parowalnosci.
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